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В работе предлагается новый общий подход, позволяющий изучать задачу 

построения областей устойчивости нелинейных дифференциальных уравне-

ний. Подход основан на модификации метода М. Розо исследования устой-

чивости линейных систем с периодическими коэффициентами, зависящими 

от малого параметра и асимптотических формулах теории возмущений ли-

нейных операторов. Получены приближенные формулы, описывающие гра-

ницы областей устойчивости. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, точки равновесия, перио-

дические решения, устойчивость, область устойчивости, малый параметр, 

асимптотические формулы. 

 

В статье рассматривается задача о построении областей устойчивости и гипер-

боличности точек равновесия дифференциальных уравнений, зависящих от 

параметров. Основными объектами исследования являются автономные и не-

автономные периодические системы вида 

��

��
= ���,��� + ���,�,��, � ∈ ��, (1) 

��

��
= ��	,�,��� + ���, 	,�,��, � ∈ ��. (2) 

В уравнении (1) предполагается, что постоянная матрица �(�,�) и функция 

�(�,�,�) гладко зависят от двух скалярных параметров � и	�, а нелинейность 

�(�,�,�) гладко зависит от � и равномерно по параметрам � и � удовлетворяет 

соотношению 

�|���,�,��|� = 
(||�||�) при ||�|| → 0. 

В уравнении (2) предполагается, что матрица	�(�,�,�) и функция ���, �,�,�		гладко 

зависят от двух скалярных параметров�	и � и непрерывны по	�, а нелинейность 

���, �,�,�	 гладко зависит от � и равномерно по �, � и � удовлетворяет соотношению: 
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|���, �,�,�	|
 = �(||�||�) при 
|�|
 → 0. При этом матрица ���,�,�	 и функция ���, �,�,�	 
являются 
–периодическими по � . 
Уравнения (1) и (2) при всех значениях параметров � и � имеют точку равновесия � =

0, которая при одних значениях параметров может быть устойчивой, а при других – 

неустойчивой. Связное множество � в плоскости параметров (�,�) будем называть 

областью устойчивости (областью неустойчивости) точки равновесия � = 0	системы 

(1) или (2), если для любого (�,�) ∈ � эта точка является устойчивой (неустойчивой). 

Границы областей устойчивости и неустойчивости, как правило, представляют собой 

некоторые кривые �, при переходе через которые в окрестности точки равновесия � =

0	системы (1) или (2) возможны различные бифуркационные явления (см., напри-

мер, [1–3]). Аналогично определяются понятия области гиперболичности. 

Задача о построении областей устойчивости и неустойчивости и границ между ними 

является одной из важных и интересных задач теории дифференциальных уравнений 

и ее приложений. Здесь предложены эффективные методы исследования, решен ряд 

важных с теоретической и практической точек зрения задач (см., например, [3–6] и 

имеющуюся там библиографию). Следует отметить, что большинство известных работ 

относится к автономным уравнениям [7–11]. Существенно менее изучены эти задачи 

для неавтономных уравнений с периодическими коэффициентами, хотя к таким зада-

чам приводят многие важные вопросы теории и практики. Основная проблема здесь в 

сложности задачи построения мультипликаторов, явное построение которых возмож-

но лишь в самых простых случаях. Известные результаты, как правило, относятся к 

исследованию конкретных уравнений (см. [5, 6.12]). 

В настоящей статье предлагается новый общий подход, позволяющий получать при-

ближенные формулы в задаче построения границ областей устойчивости систем (1) и 

(2). Подход основан на модификации метода М. Розо [13] и асимптотических формулах 

теории возмущений линейных операторов [14]. 

Предлагаемый в статье подход может быть модифицирован и для решения поставлен-

ных задач в более общих условиях. Например, для ситуаций, когда системы (1) и (2) 

являются �–мерными, т.е. в них	� ∈ ��, или для уравнений, заданных в комплексном 

пространстве ��.  

2. Автономное уравнение 

Рассмотрим сначала автономное уравнение (1). Предполагается, что при некоторых 

� = �� и � = �� матрица �� = �(��,��) удовлетворяет одному из условий: 

	1�. 	�� имеет простое собственное значение	0, а другое ее собственное значение явля-

ется отрицательным; 

	2�. 	�� имеет пару простых собственных значений ±���,	где 	�� > 0. 
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В этих условиях, как правило, точка ���, ��� лежит на границе �� областей устойчиво-

сти ��и неустойчивости �� системы (1). Приведем подход, позволяющий локально 

определить границу �� и области �� и ��	. 

2.1. Случай 
�. Пусть сначала выполнено условие 1�. Обозначим через � и 
 собствен-

ные векторы матрицы �� и транспонированной матрицы ��
∗  соответственно, отвеча-

ющие собственному значению 0. Эти векторы можно считать нормированными равен-

ствами: ||�|| � 1 и ��, 
� � 1. Здесь и ниже символ �∙,∙� обозначает скалярное произве-

дение векторов. 

Положим �� � ���
� �, 
�, �	 � ��


� �, 
�; здесь ��
�  и �


�  – производные матрицы ���, ��, вы-

численные в точке ���, ���. Ниже будем предполагать, что выполнено соотношение: 

��	 � �		 � 0. (3)  

Тогда уравнение 

�� cos� � �	 sin� � 0 (4) 

имеет на промежутке 0 � � � 2! в точности два решения � � �∗и � � �∗ � !. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия 	1� и (3). Пусть �∗– решение уравнения (4). Тогда: 

– через точку ���, ��� плоскости ��, �� проходит единственная гладкая кривая ��, явля-

ющаяся границей областей устойчивости �� и неустойчивости �� точки равновесия " �

0	системы (1); 

–параметрически заданная прямая � � �� � # cos�∗, � � �� � # sin�∗	является каса-

тельной к кривой ��. 

Зададимся произвольным �� ∈ %0.2!� таким, чтобы &� � �� cos�� � �	 sin�� � 0. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия 	1� и (3). Тогда решение" � 0	системы (1) будет 

асимптотически устойчивым при всех малых 

|#| таких, что #&� � 0; оно будет неустойчивым, если #&� ' 0. 

Другими словами, параметрически заданная прямая � � �� � # cos��, � � �� � # sin�� 

при малых |#| содержится в области устойчивости �� (в области неустойчивости ��) 

точки равновесия " � 0	системы (1), если #&�<0 (если #&�>0). 

2.2. Случай (�. Рассмотрим теперь случай, когда выполнено условие 	2�. В этом случае 

существуют ненулевые векторы �, 
, �∗, 
∗ ∈ )	 такие, что выполняются равенства: 

���� � *
� � *+��� � *
�, ��
∗ ��∗ � *
∗� � ,*+���∗ � *
∗�. 

Эти векторы можно считать нормированными равенствами: 

-|�|- � -|
|- � 1, ��, �∗� � �
, 
∗� � 1, ��, 
∗� � �
, �∗� � 0. 

Положим 
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�� = ���
� �, �∗	+ ���

� �,�∗	, �� = ���� �, �∗�+ ���� �,�∗�; 
здесь ��

�  и ��� −	производные матрицы	���,�	, вычисленные в точке (��,��). Ниже бу-

дем предполагать, чтовыполнено соотношение: 

��� + ��� ≠ 0. (5) 

Тогда уравнение 

�� cos� + �� sin� = 0 (6)  

имеет на промежутке 0 ≤ � < 2� в точности два решения � = �∗и � = �∗ + �. 
Теорема 3. Пусть выполнены условия 	2�и (5). Пусть �∗ − решение уравнения (6). Тогда: 

− через точку (��,��) плоскости ��,�	 проходит единственная гладкая кривая ��, яв-

ляющаяся границей областей устойчивости �� и неустойчивости �	 точки равновесия 

� = 0	системы (1); 

−параметрически заданная прямая � = �� + � cos�∗,� = �� + � sin�∗	является каса-

тельной к кривой ��. 

Зададимся произвольным �� ∈ �0.2�	 таким, чтобы �� = �� cos�� + �� sin�� ≠ 0. 

Теорема 4. Пусть выполнены условия 2� и (5). Тогда решение � = 0 системы (1) будет 

асимптотически устойчивым при всех малых |�| таких, что	��� < 0; оно будет неустой-

чивым, если ��� > 0. 

Другими словами, параметрически заданная прямая � = �� + � cos��,� = �� + � sin�� 

при малых |�| содержится в области устойчивости �� (в области неустойчивости �	) 

точки равновесия � = 0	системы (1), если ��� < 0 (если	��� > 0). 

3. Неавтономное уравнение 

Рассмотрим теперь неавтономное уравнение (2). Для простоты будем предполагать, 

что при � = ��и � = �� матрица �� = �(�,��,��) от �	не зависит. В этом случае матрица 

�(�,�,�) может быть представлена в виде: 

���,�,�	 = �� + �� − ��	����	+ �� − ��	����	+ ����,�, �	, (7)  

где �� −постоянная матрица, матрицы����	, ����	 и ����,�, �	 являются T−периодиче-

скими по �, при этом матрица ����,�, �	 равномерно по � удовлетворяет соотношению: 


|����,�, �	|
 = �(�� − ��	� + �� − ��	�) 
при (�,�) → (��,��). 
Будем считать, что для матрицы �� выполнено одно изуказанных в п. 2.2 условий 1� 

или 	2�. 
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3.1. Случай 	 
. Пусть сначала выполнено условие 	1�. Как и выше, обозначим через � и 

� собственные векторы матрицы �� и транспонированной матрицы ��
∗		соответствен-

но, отвечающие собственному значению	0 (см. п. 2.1). 

Положим 

!� = "(��(�)�,�)#�,
�

�

!� = "(��(�)�,�)#�.
�

�

 

Ниже будем предполагать, что выполнено соотношение: 

!�� + !�� ≠ 0. (8) 

Тогда уравнение 

!� cos� + !� sin� = 0 (9) 

имеет на промежутке 0 ≤ � < 2� в точности два решения � = �∗и � = �∗ + �. 
Теорема 5. Пусть выполнены условия 	1� и (8). Пусть �∗ − решение уравнения (9). То-

гда: 

−через точку (��,��) плоскости ��,�		проходит единственная гладкая кривая ��, явля-

ющаяся границей областей устойчивости �� и неустойчивости �	 точки равновесия � =

0 системы (2); 

−параметрически заданная прямая � = �� + � cos�∗,� = �� + � sin�∗	является каса-

тельной к кривой ��. 

Зададимся произвольным �� ∈ �0.2�		таким, чтобы �� = !� cos�� + !� sin�� ≠ 0. 

Теорема 6. Пусть выполнены условия 	1� и (8). Тогда решение� = 0 системы (2) будет 

асимптотически устойчивым при всех малых |�| таких, что ��� < 0; оно будет неустой-

чивым, если ��� > 0. 

Другими словами, параметрически заданная прямая � = �� + � cos��,� = �� + � sin�� 

при малых |�| содержится в области устойчивости �� (в области неустойчивости �	) 

точки равновесия � = 0 системы (2), если ��� < 0 (если ��� > 0). 

3.2. Случай $
. Рассмотрим теперь случай, когда для системы (2) выполнено условие 

2�. Другими словами, пусть матрица �� из (7) имеет пару простых собственных значе-

ний ±���,	где 	�� > 0. 

В неавтономном случае условие 2� следует разделять на два случая: 

2.1�.�� имеет пару простых собственных значений ±���,	где 	�� > 0 и �� ≠

�

�
,% −натуральное число; 

2.2�. 	��	имеет пару простых собственных значений	±���, где �� =

�

�
 при некотором 

натуральном k. 
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Случай 2.1� будем называть нерезонансным, а случай 2.2� 	−	резонансным. Здесь огра-

ничимся рассмотрением только нерезонансного случая. Как и выше, обозначим через 

�,�, �∗,�∗ ∈ �� собственные векторы матрицы �� и транспонированной матрицы ��	
∗ со-

ответственно, отвечающие собственному значению ±��� (см. п.2.2). 

Положим 

�� = "[(����	�, �∗) + (����	�,�∗)]#�,
�

�

	�� = "[(����	�, �∗) + (����	�,�∗)]#�.
�

�

 

Ниже будем предполагать, что выполнено соотношение: 

	��� + ��� ≠ 0.	(10) 

Тогда уравнение 

�� cos� + �� sin� = 0 (11) 

имеет на промежутке 0 ≤ � < 2� в точности два решения � = �∗и � = �∗ + �. 
Теорема 7. Пусть выполнены условия 2.1� и (10). Пусть �∗ −	решение уравнения (11). 

Тогда: 

−через точку (��,��) плоскости ��,�		проходит единственная гладкая кривая ��, явля-

ющаяся границей областей устойчивости �� инеустойчивости �	 точки равновесия � =

0 системы (2); 

−параметрически заданная прямая � = �� + � cos�∗,� = �� + � sin�∗	является каса-

тельной к кривой ��. 

Зададимся произвольным �� ∈ �0.2�	 таким, чтобы �� = �� cos�� + �� sin�� ≠ 0. 

Теорема 8. Пусть выполнены условия 2.1� и (10). Тогда решение	� = 0 системы (2) будет 

асимптотически устойчивым при всех малых |�| таких, что ��� < 0; оно будет неустой-

чивым, если ��� > 0. 

Другими словами, параметрически заданная прямая � = �� + � cos��,� = �� + � sin�� 

при малых |�| содержится в области устойчивости �� (в области неустой-чивости	�	) 

точки равновесия � = 0 системы (2), если ��� < 0 (если ��� > 0). 

В настоящей работе приведен подход, позволяющий в явном виде строить касатель-

ные к границам областей устойчивости точек равновесия дифференциальных уравне-

ний (1) и (2). Указанный подход может быть развит в направлении построения границ 

областей устойчивости более высокого порядка точности. 
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The paper proposes a new general approach that allows to study the problem of 

constructing stability regions of nonlinear differential equations. The approach is 

based on a modification of the method of M. Rozo for the study of stability of line-

ar systems with periodic coefficients depending on a small parameter and asymp-

totic formulas of the perturbation theory of linear operators. The approximate 

formulas describing the boundary of the stability regions. 

Keywords: differential equation, equilibrium points, periodic solutions, stability, 

stability region, small parameter, asymptotic formula. 


